
7．　応答解析概論

　　本章では，風応答解析に用いる代表的な解析手法と，その概要について述べ

　る6

7．1実固有値解析（非減衰自由振動解析）

　　構造物の持つ固有な振動特性を把握するための解析である。

　　多自由度系モデルの非減衰自由振動の運動方程式は次のようになる。

　　　　ルfだ＋K麗＝0＿。．．＿。．＿g＿g．＿．＿．．．．．＿．＿。＿．＿，＿。＿齢．．＿．．＿。＿．．＿．＿．＿g．＿＿．＿．．（7．1．1）

　　　　ただし，　〃：構造全体の質量マトリックス

　　　　　　　　　K：構造全体の剛性マトリックス

　　　　　　　　　麗：変位ベクトル

　　　　　　　　　距：加速度ベクトル
　　自由振動は調和振動であるから，変位．を次のように仮定する．

　　　　麗二兀6’α．．＿。＿．．＿9＿．＿．＿。＿9．＿9＿。＿．．＿。＿．＿9＿g．．．．＿。＿、＿．＿，＿．＿＿．＿．＿．＿。（7．1．2）

　　　　ただし，　x：振動モード

　　　　　　　　　ω：円振動数

　　式（7．1．2）を式（7．L1）に代入する。

　　　　←ω2M＋K房一〇…．…。＿。．．……。……｝＿…………＿。……………＿。…．………（7・L3）

　　8’伽≠0であるから式（7・1・3）1ヰ次のよう嘩る・

　　　　←ω3〃＋ゆ一〇．……。…．…、…．……。…………………一。…………＿…．．．………………（7・L4）

　　x、0でない解が存在するためには，次の関係が成立しなけばならない。

　　　　瞬＋Kl一・．99……………＿．一………………一9……………一・・………一……∴…………（7・1・5）

　　　　　λニ＿ω2

　　これを特性方程式と呼ぶ。この行列式を展開すればλに関するn次の代数方

　程式になり，その根λを固有値という。すなわちλを固有値，xを固有ベクトル
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とする固有値問題になる。

　式（7．1．4）は同時方程式であるから，ω2で割って次のように表す。

　　　櫨＝λ痘．＿．．．＿。＿．＿。．．9．．＿．＿9＿9＿．＿＿．＿．＿9＿．．＿．＿。．＿．．＿．＿g．＿．＿＿。．．．＿．．（7．1．6）

　　　　　　　　　　　　1　　　ただし，　　　λニτ了＿＿＿＿＿。＿＿＿＿＿．＿＿＿＿＿＿。＿＿＿＿＿＿（79，L7）

　　　　　　　　　　　　の

　これは，漁＝λ舐タイプの一般化固有値問題である。これを標準固有値問題

へ変換する。今，Kを正定値（positive　definite）とする。Kを三角分解して次のよ

うに表す。

　　　κ＝U’U＿．＿。＿．＿．＿。＿。．＿9＿9．．．．＿。＿g．．．＿．1．．．＿9．＿．＿．＿．＿．＿g．．＿．＿．＿g．＿g．＿g（7．198）

　ここで，Uは上半分の三角マトリックスを表す。

　式（7．L8）を式（7．1．6）に代入，さらに左からU一’を掛ける。

　　　UイMU－IUx＝λUx＿9．．＿．．＿．＿．．．＿。＿9．＿。＿。＿9＿。．．＿9．．．＿．＿9．＿9．＿。＿＿．＿9．＿9（7．1．9）

　これは次のような標準固有値問題となる。

　　　Au＝λη．＿．．．．＿9．＿．＿9＿．＿g．＿．＿．．＿，．＿g．＿．＿．＿，．＿．＿。＿。＿．＿。＿。＿9＿9．，＿9．．（7．1．10）

　　　　ただし，　A＝U『’MU－1

　　　　u＝uκ

　この固有値問題を固有値解法（例えばサブスペース法）によって解き，固有値λ，

固有ベクトルひを求める。

　　　　　　　　　　　　　　　1　　固有円振動数　　　　　ω，＝一　　　（rad！sec）
　　　　　　　　　　　　　　　π

　　　　　　　　　　　　　　　の　　固有振動数　　　　　　オ＝』ユ　　　　（Hz）
　　　　　　　　　　　　　　　2π

　　　　　　　　　　　　　　　1　　固有周期　　　　　　　71＝一　　　　（sec）
　　　　　　　　　　　　　　∫，

　　固有モード　　　　　Xご＝U『IV’

　　　　　　　　　　　　　　　x∫〃1
　　刺激係数　　　　　　　βφ＝1　4
　　　　　　　　　　　　　　　xf1縢
　　　　　　　　　　　　　　　　”　「

　　有効質量　　配＝卿4）2ごニ・一n
　　　　　　　　　　　　　4’　xl班x、　　　4＝1～6（自由度）
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7．2減衰自由振動解析（複素固有値解析）

　　多自由度系の減衰自由振動の運動方程式は次のように表される。

　　　　ルf涯＋C舜＋K麗＝0．＿。＿．＿．．＿。．＿．＿．．＿。＿．＿．．．＿。＿．＿．＿、＿。＿，＿，＿．＿。＿。．＿，．（7．2．1）

　　　　ただし，　　　C：構造全体の減衰マトリックス

　　今，減衰マトリックスCを非比例減衰とする。前節と同様に，式（7，2．1）を標

　準固有値問題へと導く。

　　解麗を次のように仮定する。

　　　　μニx♂　　λニμ＋’ω＿．＿．＿＿。＿，．＿＿＿＿＿＿＿＿．＿＿＿＿＿＿．＿＿．＿＿（7．2。2）

　これを式（7．2．1）に代入する。

　　　　伽＋λC＋ゆ♂ニ0……．…9．…一………＿＿……。……………＿9。……………・…（7・2・3）

　　♂≠0，またx＝0でない解が存在するためには次の式が成立しなければなら

　ない。

　　　　1λ2M＋λC＋Kl一・一……・……………一・・…………一……9…………一…9………一…・（7・264）

　　これが減衰のある場合の特性方程式である。今，M，C，Kが実マトリックスで

　あるから，式（7．2．4）はλに関する2n次の実係数代数方程式になる。

　　今，標準形へ導くために式（7．2．1）に加えて式（7．2．6）の恒等式を導入する。

　　　　ルf舜＋C丞＋κμ＝0．．＿．＿。＿g．．＿．．．．＿g．＿．．．＿．＿。＿．．＿。＿。．．．．．．＿g＿．．＿．＿。．＿．＿．＿。（7．2．5）

　　　　1舜一1魔＝0＿．＿＿。＿＿。＿g．＿。＿．＿．＿g＿。＿．．＿，．＿．．＿．＿．＿。．＿．．＿．＿g．＿。＿■．．＿（7．2．6）

　　両式を連成させると次のようになる。

　　　　　［誓？］［1］＋［三巻］［1］ニ［8］

また，舜，擁については次の関係が成り立つ。

沈＝λ〆♂＝λ麗

距＝λ2x♂＝λガ
．．（7．2．8）
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　これを式（7．2．7）に代入する。

　　　λ［忽咄三告］［1］一［8］一一一一一一一一（7z9）

　今，Mが正定値とすれば次の式が成り立つ。

　　　｛誓gr圏［1］一λ［1］一一一一一一一（一）

　これを書きなおして次のように表す。

　　　図C一劉圏・λ［訓一一一一一一…（川

　すなわち，次のような標準固有値問題となる。

　　　Aηニλη＿．＿g．＿g．＿。＿．＿。＿。＿g．．．．＿。．＿。＿g．＿．＿。＿9．．．．．．．．＿．＿．＿g．＿g．．．．＿，＿，＿（7．2．12）

　、ただし，

　　　A一陛一劉．一＿…　　　　皿2燭
　　　η二囮

　式（7．212）には2n個の固有値，2n個の固有ベクトルがあるが，それら固有ベ

クトルすべてがn次空問の中で嘩交するとはかぎらない。しかし，比例減衰な

らば固有ベクトル直交する。

　式（7．2．11）より得られた固有値λは複素数（実部λ，，虚部λ，）となる。固有振動

数とモード減衰定数と固有値との関係は次のように表される。

　　　　　　　　　　　　　1　　　減衰固有振動数：∫ニーλ、
　　　　　　　　　　　　　2π
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．（7．2．14）
　　　　　　　　　　　　　　λ
　　　モード減衰定数：h＝　　R
　　　　　　　　　　　　厭
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7．3ガスト応答解析［1～2】

　　風は時問的，空間的に変動する。この不規則な乱れにより生じる構造物の不

　規則応答をガスト応答という。

　　1，自由度系（主流方向の応答変位をx〉の運動方程式は次式で示される。

　　　　雁＋6。歯＋紅＝ρ（元）＋ρ（r）＿。＿．＿。＿＿＿＿＿＿9＿＿＿＿＿＿．＿＿＿一…・…（7・3・1）

　　ここで，　規，c。，丸　　　　　：質量，構造減衰，剛性

　　　　　　　　ρ（北）　　　　　：振動応答に伴う非定常抗力

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（空気力減衰）

　　　　　　　　ρ（ご）　　　　　：　風速に伴う変動抗力

　　　　　　　応答のパワースペクトルS、（∫）は，次式で得られる。

　　　　畠（∫）・1聖類（∫）＿一一一一一一一一一

　　　　～（∫）＝4鵡（∫12S差∫）・ρ二号らAU2一一孟一一一澗）

　　　　　　　したがって変動風速xは次式で得られる。

　　　　号一4鼻rlX・（∫12圃2～（溜一一一…一…一…側）

　　ここでqXD（∫12・IF（∫1：空力アドミタンス・メカニカルアドミタンス

　　　　　　　障（∫12　　　　　：系の伝達関数

　　　　　　　S，（∫）　　　　　：変動抗力のパワースペクトル

　　　　　　　亀（∫）　　　　、：変動風速のパワースペグトル

　　　　　　　C。，A，砿ρ　　　　：抗力係数，受風面積，平均風速，空気密度

　　バフェティングは航空工学の主翼の後流中に入った尾翼あ振動問題であり，

　基本的にガスト応答と同様な現象である。
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7．4渦励振応答解析［1～21

　　渦励振は物体から放出される渦の作用により生じる振動（破壊までには至ら

　ない）である。ここでは，橋桁の渦励振を例とした場合を示す。

　　渦励振の最大応答振幅は，励振力が求められれば解析的に求まる。実橋断面

　を考えた場合は以下の様に求まる。

　　渦励振力は空気力の非線形性を無視すると次式で得られる．－、

　　　　弓ρu鴫〕一一一一一一一一σ・ヰ1）

　　ここで，　ρ，U配，B，D　　　’：空気密度，最大振幅発現風速，

　　　　　　　　　　　　　　　幅員，桁高

　　　　　　C彪，夕　　　　　　：自励空気圧力係数，振動速度

　　1自由度系の運動方程式は次式で表される。

　　　　彫y＋c夕＋＠ニF，yニys’nω‘．＿．．＿。．＿。．＿．．＿．．＿。＿。＿．＿。＿．．＿．．．．＿。＿．．＿．＿（7．4．2）

　　見かけの減衰係数を0とする条件のもとでの応答Yは次式で得られる。

　　　　y＝ρ曜ご…。…、．．……．．．．．……。．。…．…。…。…。…．…一．．．．…。…。．…。……。．…．…。…．…．．．（Zヰ3）

　　　　　　4醒冴

　　　　　　4醒δyDIUω　　　　C＝＝π「一一一，U配r＝乙ユ，∫＝一＿＿＿＿．＿＿＿＿＿＿。．＿＿＿＿＿＿．（7，4。4）
　　　　　　ρO　B　B　U配，　　　　π》　　　2π

　　ここで，　δ：構造対数減衰率

　　応答実験結果より次式が得られている。

　　　　C＝α625〔呈1一一一一一一一一一一一一“5）

　　　　y＝α625ρ斑…＿＿．「＿＿…一＿一．＿一＿一…一一…．侃6）

　　　　　　　4〃曙
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7　5フラッター解析

　　吊橋は，その長大化にともない固有振動数の低下が顕著になり，連成フラッ

　ターがその設計風速内で問題となってくる。長大吊橋の全橋模型風洞試験等に

　よるフラッターの発生挙動の観測から，フラッターモードは予想以上に複雑で

　あることがわかり，従来型の挨じれと曲げの類似基本振動モードの重ね合せに

　よる方法では十分とは言えない場合もある。そこで，三次元立体骨組モデルを

　用い，非定常空気力を作用させた運動方程式の複素固有値解析による，より正

確なフラッター解析が必要となってくる。

　　多自由度系の運動方程式に非定常空気力を考慮した平衡方程式は次式で示さ

　れる。

　　　　叫房｝＋陣｝＋彫｝ニ｛P｝…．…，………1……・………一……．＿一一………・一・……（7・5・1）

　　ここに，　瞬1，に1，k］　　1質量，減衰，剛性マトリックス

　　　　　　伍｝，｛姉勉｝　　　：加速度，速度，変位ベクトル

　　　　　　｛P｝　　　　　　：非定常空気力

　　長大橋梁の桁に作用する非定常空気力は，桁の橋軸直角水平方向への可撹性

　を考慮するために，2次元の翼理論を拡張した形で表現される。

　　2次元翼理論

　　　　L一叩弗ツ＋～・番＋娠・θ＋砺・畠〕一晶一一一い2）

　　　　M・螂〔梅・y＋帰＋晦・θ＋輪・畠〕一一一“Zi3）

　　3次元拡張

　　　　L二画報・y＋～・番＋殊・z＋馬・番＋娠・θ＋煽・嘉〕一一一謡54）
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M一醐匝＋嶋・番＋M皿・z＋嶋・蓋＋M叙・θ＋輪・畠〕一（Zi5）

D＝画馬ツ＋へ・番＋壕　蓋＋晦・θ＋嶋・畠〕…皿i6）

　ここに，　L　：非定常揚力

　　　　　M　：空力モーメント

　　　　　D　：非定常抗力

　　　　　　ρ　：空気密度

　　　　　わ　：代表長（桁半幅）

　　　　　　u　：風速

　　　　　　ω　：円振動数

　　　　　　LyR・Ly，・L皿，L4伊LθRヲLθrア砥尺・My、ヲ”訳・嶋・MθR・Mθr・

　　　　　　D，R，D頭D沢Z）4，DθR，Dα　　　r非定常空気力係数

非定常空気力係数は換算（円）振動数〔κ一誓〕の関数である・

　各係数の添字は，y，θ，zが鉛直たわみ，ねじれ，水平たわみの各振動方向成分

を，R，1が実数部，，虚数部を表わす。

　また，Scanlanは同様に，2次元から3次元へ空気力係数を拡痕し，次のよう

に無次元化している。

ら一圭ρu瀬吾・KH察・麟・斌台・K略・だ暢］「r忍i7）

嶋・圭ρu瑚［硲吾・鰐・醐α・だ略・鴎鰐］一一（z58）
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吟u噛差・K導糠・蝿・K弩吾・鴫］一一（Zig）

ここに・κ〔二暫換算（円〉振動蜘：平均風齢代表長←2b〉・

h［：鉛直変位，P：水平変位，α：ねじれ変位，研，耳，A，，O＝1－6）；非定常空

気力係数である。

　桁以外の部位については，準定常の仮定を用》・ると以下のように表される。

　　ケコブル

　　　L＝ρ94c・CガU・夕＿＿＿＿。＿＿＿＿＿＿．＿＿＿．＿一＿9＿＿＿＿＿＿．＿＿＿（7。5．10）

　　　D＝ρ．4‘9CD．U．2＿＿＿＿＿．＿．＿＿＿＿＿9＿＿＿＿＿＿＿9＿＿＿＿＿＿＿。＿（7。5．11）

　　主塔，ハンガー

　　　Dニρ94’，CD．U。之＿＿＿＿．＿．＿＿＿＿＿＿．＿＿＿＿＿＿＿g＿＿＿＿＿．＿．＿（795．12）

　　　D＝ρ。4ガCp．U。之＿＿＿＿＿。＿＿＿＿＿＿．．＿＿．＿＿＿＿．＿＿＿＿＿＿＿．＿＿（75。13）

　ここに　　Cp：抗力係数

　　　　　　CL：揚力係数

　　　　　　4　：ケーブル直径
　　　　　　C
　　　　　　4，：塔投影幅

　　　　　　4彪：ハンガー直径

　非定常空気力を速度塩，変位項で各々整理し，マトリックス表示すると次式

となる。

　　　彫｝＋、lcK諺｝＋彫｝一陣｝＋彫｝一・……………』…・…一一………・…………（75・14）

！75・14）式の右辺を左辺に移す・・

　　　聯！＋（ド聯｝＋（kl棚＝0一…一…一一一マ…一一一（Z’15）

　ここで次式を定義する。
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　　　Mホ＝瞬l
　　　C＊＝IC】一［A】．＿。．＿．＿，．＿．＿。＿。＿甲＿6＿＿．＿。＿。＿＿＿＿＿＿＿9＿一一……・…・（7・5916）

　　　K＊＝［Kl一［Bl

　次式が得られる。

　　　M常｛擁｝＋Cホ伝｝＋ズ伝｝＝0＿．＿＿＿…＿＿。＿＿…＿＿＿・……………一…9…（75』17）

　式（7．5．17）を標準固有値問題へ導く。標準固有値問に導く際に，式（7．5．17）

を直接しようする方法が直接法であり，一度モード座標系に変換する方法がモ

ード法である。

　直接法の場合は，以下のようになる。

　　　勉｝（∫）＝1φ｝♂　　　ただし，λニλR＋’λ1＿＿＿＿＿＿．＿＿＿＿＿＿9＿（7。5．18）

　とする。

　標準固有値問題は次式で表される。

　　　Avニλv＿．＿．＿。＿．＿，．＿9．＿．．．．＿。＿。＿＿。．＿g＿9．．．．＿．＿g．＿．＿。＿．＿g．＿．＿9．．．．（7．5．19）

　　　ここに・Aニ［一塵一MrK1一一一…一一…一…・一（Z5・2・）

　　　v＝㈱…」一…一一一…一一一一…一…一一一一一………（7521）

　式（7．5．19）の固有方程式を解くと，共役な複素固有値λ（λ尺＋’λ、）と複素固有ベ

クトルvが求められる。

　固有値と減衰固有円振動数（ω），減衰定数（h），対数減衰率（δ）の関係1ま次式で

示される。

　　　ω＝λ，＿＿＿＿＿．。＿＿＿＿＿＿＿．，＿＿＿＿＿＿9＿＿＿＿＿＿＿9＿＿＿＿．＿＿．（7。5．22）

　　　　　　λR　　　h＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＿．．．．．＿．＿、＿．．＿。＿。．＿．＿．．．＿。．＿．＿＿．．．＿。（7．5．23）

　　　　癖…””……’…”

　　　δニ2πh　．＿。．＿。．．＿。＿。．．．．．．．＿g＿．＿．．．＿．＿9D＿．＿＿＿。．．＿．＿．＿．＿。．＿。＿．．．．＿（7．5．24）

　従ってフラッター発現風速はλ，＝0となる風速であり，そのときのλ，により

フラッター発現時の円振動数ωFが求められる。
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